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Familles d’équations de Thue associées à un sous-groupe de 
rang 1 d’unités totalement réelles d’un corps de nombres 

Claude Levesque and Michel Waldschmidt 


Dédié à Ram Murty à l’occasion de son 60*^ anniversaire de naissance 


Abstract. Let F be an irreducible binary form attached to a number field K 
of degree > 3. Let e 0 { — 1,1} be a totally real unit of K. By twisting F with 
the powers of e, (a G Z), we obtain an infinité family Fa of binary forms. 
Let m G Tj. We give an effective bound for niax{|a|, log |a:|, log |y|} when a,x,y 
are rational integers satisfying Fa{x, y) = m with xy 7 ^ 0 . 


Résumé. Soit F une forme binaire irréductible attachée à un corps de nom¬ 
bres K de degré > 3. Soit e 0 {—1,1} une unité totalement réelle de K. 
En tordant F par les puissances e“ de e, (a G Z), nous obtenons une famille 
infinie Fa de formes binaires. Soit m G Z. Nous donnons une borne ef¬ 
fective pour max{|a|,log |ai|, log |j/|} quand a,x^y sont des entiers rationnels 
satisfaisant Fa{x, y) = m avec xy 7 ^ 0. 


Mots clefs: équations de Thue, formes binaires, équations diophantiennes, 
bornes effectives. 

1. Le résultat principal 

Soit a un nombre algébrique de degré d > 3 sur Q. On désigne par K le corps 
de nombres Q(a), par / G Z[X] le polynôme irréductible de a sur Z et par Z^ le 
groupe des unités de K. à chaque unité e G Z^ dont le degré r = [Q(a£:) : Q] est 
> 3, on attache le polynôme irréductible fe(X) G 1\X] de as sur Z (défini de façon 
unique quand on impose que le coefficient directeur soit > 0) et par la forme 
binaire irréductible 

F,(yv) = v%(v/y)GZ[v,y]. 

On désigne par h la hauteur logarithmique absolue. Rappelons la conjecture 1 de 

a- 

Conjecture 1.1. Il existe une constante effectivement calculable Ki > 0, ne 
dépendant que de a, telle que, pour tout m > 2, toute solution (x,y,e) G Z x Z x Z^ 
de l’inégalité 

\^eix,y)\ <m, avec xy 0 et [Q(a£) : Q] > 3, 

satisfait 

max{|a:|, \y\, < m'^. 
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Au cours de cet article, nous nous proposons de prouver le cas particulier de 
cette conjecture où on restreint les solutions (ce, y, e) à un ensemble Z x Z x [/, où 
U est un sous-groupe de rang 1 de Z^ engendré par une unité totalement réelle. 

Soit a un nombre algébrique de degré d > 3. Soit e une unité d’ordre infini 
du corps de nombres Q(a). Quand a est un nombre entier tel que Q(ae“) = Q(a), 
on désigne par Fa G Z[X, F] la forme binaire irréductible de degré d telle que 
Fa{ae°', 1) = 0 et Fa(l, 0) > 0. Avec les notations de la conjecture |l.l| on a.Fa = F^a. 
Ainsi, en désignant par $ l’ensemble des plongements de K dans C, le polynôme 
irréductible de a sur Z est 

Ao(X,l)=aon(^-<F’(«)) 

avec oo = l); tandis que le polynôme irréductible de ae® sur Z est 

F„(X,1) = ao n(^-‘F(ae“)). 

Le théorème que nous démontrons est le suivant. 

Théorème 1.2. Soit a un nombre algébrique de degré d > 3. Soit e une unité 
totalement réelle du corps Q(a). Il existe une constante effectivement caleulable 
K 2 > 0, ne dépendant que de a et e, telle que, pour tout m > 2, tout triplet 
(x, y, a) G 1? satisfaisant 

\Fa{x,y)\ < m, avec xy 0 et Q(ae“) = Q(a), 

vérifie 

max{log|a;|, log|ï/|, |a|} < «[^logm. 


L’énoncé suivant a été utilisé dans [5]. 

Corollaire 1.3. Supposons le corps K = Q(a) cubique. Soit e une unité de 
K. Il existe une constante effectivement calculable > 0, ne dépendant que de a 
et e, telle que, pour tout m>2, tout triplet {x,y,a) G Z^ satisfaisant 

\Fa{x,y)\ <m, avec xy 0 et Q(ae“) = Q(a), 


vérifie 


max{log|cz;|, log|j/|, |a|} < «| 3 ]logm. 


Ce corollaire se déduit du théorème 1.2 dans le cas où le corps cubique 


est totalement réel. Dans le cas contraire, le rang du groupe des unités de 


(a) 
(a) 

est 1, ce corps cubique n’admet qu’un plongement réel, et le corollaire 1.3 se déduit 
alors des résultats de [3]. 

La section est consacrée à un lemme élémentaire qui sera utilisé plusieurs fois 
dans la démonstration. La démonstration du théorème 1 1.2 1 se trouve au Au §4, 
nous donnerons des familles d’exemples. 

L’outil principal de notre texte est une inégalité diophantienne énoncée au 
et la démonstration ressemble à celle du lemme 3 de [4]. 


lemme 3.1 


Le présent texte repose sur les résultats et sur les démonstrations de [4]. Nous 
utilisons les notations de cet article, en précisant quand nous devons les modifier. 
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2. Un lemme élémentaire 


On utilisera le lemme suivant avec t = 4, 5 ou 6. 


Lemme 2.1. Soient t un entier > 3, Xi,... ,Xt des nombres réels, ô et fi deux 
nombres réels positifs satisfaisant 


0<ô< 


1 


t - 2 


1 


On suppose xi + • • • + Xt = 0 et 


Alors 


|xi| < 5max{|xi|, |x 2 |} pour i = 3,...,t. 


\xi + X 2 I < /u5mm{|xi|, |x 2 |}. 


Démonstration. Par symétrie, on peut supposer |xi| < |x2|. Si xi = 0, alors 
les hypothèses impliquent X2 = 0 et le lemme est vrai. Supposons donc xi 0. 
Posons 

s — ^3 + • • • + 

Xl 

On a Xl = —X 2 (l + s), d’où on déduit 


Comme 
on peut écrire 


^ + 1 = 


Xl 


s 

1 + s 


|s| < {t — 2)6 < 1, 


s 

1 + s 


\s 

l-|s| 


< 


{t-2)ô 

1 - (t - 2)6 


< p,6. 


□ 


Nous utiliserons ce lemme [21T] avec fi = t, de sorte que l’hypothèse sur 6 devient 

0 < <5 < ^ 


t{t-2) 


D’autres choix sont licites mais ne modifient pas le résultat, dans la mesure où nous 
ne cherchons pas à expliciter les constantes. 


3. Démonstration du théorème 11.21 

Dans cette section, on suppose que le corps K = Q(a) est totalement réel mais 
on ne se restreint pas au cas cubique. On utilise les notations et résultats de [4], 
à ceci près que, par rapport à [4], nous remplaçons les notations Ta par Tq,, a a par 
<Xa, Ta(v) par Ta{v), 'Sia{v) par léaiy). Il n’y aurait pas de conflit de notations 
à conserver les notations r^, (Tb, Ti,{iy) et Sb(i/), mais par souci de symétrie nous 
remplaçons les indices b par des /3. 

Ainsi nous notons aa (resp. ap) un plongement de K dans C tel que |crQ(ae)| 
(resp. \(Tp{ld)\) soit maximal parmi les éléments |(/3(ae)| (resp. parmi les éléments 
|ç 5(/3)|) pour S $. Donc 

\aa{ae)\=[^ et |cr^(/3)|=^. 
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Ensuite nous désignons par Tq, (resp. Tp) un plongement de K dans C tel que 
\Ta{a£)\ (resp. |t^(; 0 )|) soit minimal parmi les éléments |i^(ae)| (resp. parmi les 
éléments |</?(/3)|) pour S $. Don (0 

\Ta ((ae)“^)| = |(ae)“i et \Tp (/3“^)| = \/3~^ \ . 

Soit U un nombre réel dans l’intervalle ouvert ]0,1[. Nous désignons par Eq,(u), 
E^(u), Tq,(u), Tp{iy) les ensembles de plongements de K dans C satisfaisant les 
conditions 


Sa(u) = {v? e $ 

S/3(î^) = e $ 

Tb(u) = e $ 

Ti3{v) = e 


WaioteW < l<é(ae)l < Wa{ae)\}, 
k/3(^)r < MP)\ < k/3(/?)l}: 

\Ta{a£)\ < Iv5(ae)| < \Ta(a£)\''}, 

\rpW)\<\m\<\Mm- 

On se place sous les hypothèses de la conjecture [m mais en se restreignant à un 
sous-groupe de rang 1 du groupe des unités de K = Q(a). On fixe donc une unité e 
d’ordre infini de K (ce qui implique [iiT : Q] > [Q(ae) : Q] > 3) et l’élément £ de [4] 
devient ici e“. On suppose de plus que nous sommes dans une situation où l’unité 
e est totalement réelle. Les constantes Hi qui suivent ne dépendent que de a et e. 
On utilisera le lemme |3.1| avec différentes valeurs de A qui pourront dépendre de a 
et e, mais qui seront indépendantes de a, æ, y et m. 

Première étape. On considère un quadruplet (x,y,a,m) d’entiers vérifiant 

\Fa{x,y)\<m avec xy ^ 0, Q(ae^) = K, m > 2. 

Quitte à remplacer a par a~^, e par e~^ et à permuter x et y, on peut supposer 

1 < | 2 :| < \y\ et a > 0 . 

Comme dans [4], on désigne par ei,..., des unités de K dont les classes modu¬ 
le i^tors forment une base du groupe abélien libre Au §3 de [4j, on a 

introduit deux paramètres A et B reliés à la hauteur logarithmique absolue de ae“ 
et de /3 = X — ae°‘y respectivement. Pour cela on a écrit 


£ = Cer 


P = pe\- 


avec des entiers rationnels ai,..., ai-, bi,...,br, avec Ç € et avec p S Zk 

vérifiant h(p) < K 4 logm. Alors 

A = max{l, |ai|,..., |ar|} et B = max{l, |èi|, I 62 I,..., 16^1}- 
Ici, on peut remplacer A par n^a. Les lemmes 4 et 5 de [4] donnent 
kqA < b < k-jA et |ï/| < e"’®'®. 

Nous allons voir que si /Cg désigne une constante suffisamment grande, les minora¬ 
tions 


(3.1) 


^ > ^log m et B > s[ 9 ]log 1 


(cf. équation ( 8 ) de [4]) entraînent une contradiction. Cette contradiction terminera 
donc la démonstration. 


^Ceci corrige deux fautes de frappe à la page 128 de [ 4 ] 
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Les équations (9) de [4] donnent ici qu’il existe des constantes positives effec¬ 
tivement calculables «lo et Kh, ne dépendant que de a et e, telles que 


(3.2) 


Comme a est différent de ±1, un de ses conjugués est en valeur absolue > 1, un 
autre est en valeur absolue < 1 ; donc 


.dTTiA 

< 

ka(ae“)| 

< 

e'fST^, 

.dTTlB 

< 


< 

e'fSl®, 

.-ffîïïlA 

< 

|rc(ae“)| 

< 

g-/CT^ 

-'4TÏÏ1B 

< 

k/3{^)l 

< 

g-qra® 


(3.3) 


|r„(e)| < 1 < |cr„(e)|. 


Les inégalités dans (3.2) concernant et Uq sont équivalentes à celles de (3.3). 

Deuxième étape. L’énoncé qui suit est une variante du lemme 3 de [5, dans 
lequel A = — 1. 


Lemme 3.1. Soit A un élément non nul de Q{a). Il existe une constante po¬ 
sitive effectivement calculable ki 2 , dépendant non seulement de a et e mais aussi 
de X, ayant la propriété suivante. Soient (pi, (^ 2 , <^4 des éléments de $ tels que 

ipi{ae°')ip2if3) ^ -X(p'i{ae°-)ipi{l3). Alors 


q}i{ae°‘)‘P2{ld) , 

(/j3(ae“)(^4(/3) 


> exp 


-«Iï 2 ](logm)log 2 


A + B 
logm 


DÉmonstration. La démonstration ressemble à celle du lemme 3 de [4]. On 
Gcnt 

_ 1 . ipi{ae°')Lp2(ld) 

A V53(Q!e“)(/34(/3) 

sous la forme 7 ^^ • • • avec s = r -I- 2, et 


^ y’ 2 (o) 

^ ‘P4(£j)’ 


^r+l — 


1 ^ ipi(aC)ip 2 (p) 
A <p3(aC)‘P4(p)’ 


7r+l = 


‘Pi(£) 

‘P3(e)’ 


Cs = 1 . 


On a li( 7 s) < ki 3 logm. On utilise enfin la proposition 2 de [4] avec 


Hi — ■ ■ ■ — Hr+i — ^ 14 , Hs 
Le lemme lÏÏdl en résulte. 


«mlog m, 


C = 2 + 


A + B 
logTO 


□ 


Troisième étape. Montrons que l’on a Tq, 7 ^ Tjs. 

Supposons Ta = Ta- On désigne par ip un élément de 4> distinct de cTq, tel que 
p{e) 7 ^ ±rQ,(e). L’existence de p est claire si [Q(e) : Q] > 4; elle est vraie aussi si 
Q(e) est un corps cubique: dans ce cas il suffit de prendre p ÿl aa et p Ta car 
la somme de deux conjugués d’un nombre algébrique de degré impair n’est jamais 

null43 


^Si un nombre algébrique non nul 7 est conjugué de — 7 , le polynôme irréductible P de 7 sur 
Q s’annule au point — 7 , donc P(X) = diP(—X). Comme P(0) 7 ^ 0, on a P{X) = P{—X), par 
conséquent il existe un polynôme Q tel que P{X) = Q{X‘^). En particulier, le degré de P est pair. 
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D’après le lemme 6 de [4], on peut supposer ^ Tp{v). D’après le corollaire 1 
de [4], on peut supposer tp ^ Yia{v). On écrit maintenant l’équation (7) de [4] 


(3.4) 

avec 


U1î;2 — UiV^ + U2V^ — U2V1 + U3V1 — U3V2 = 0 

ui = (p{ae°-), U2 = cra{ae“), U3 = Tai^aé^), 
î^2=0-„(/3), V3=TaiP). 


On utilise les inégalités de (|3.2|) et (|3.3|). On en déduit d’abord 


Iwal |Ta(ae“)| 


\u 2 \ ka(ae“)| 

Comme (p{e) ^ ±ro,(e) et que l’unité e est totalement réelle, on a 

l<é(e)l > l'ra(e)l, 

d’où 

ImsI ^ l'rc(ae°)| ^ |r„(a)| / |Ta(e)| y 

\ui\ |(/5(ae“)| W{a)\ \ |7^(e)| j 

Comme Tq, = et que (p ^ et tTa ^ Tp{v), on a encore 

N ^ \Tfi{P)\ , N ^ k/3(/3)| 

kii \m\ - k2i k„(/3)i - 

On veut utiliser le lemme |2.l| avec t = p, = 6 , 6 < On a 6 termes ±UiVj {i ^ j) 
de somme nulle. On prend pour Xi et X 2 les deux termes itiU 2 et —U 2 V 1 , respec¬ 
tivement. Il nous faut donc nous assurer que 

<-5, (i = 3,4,5,6). 


max{|a:i|, \x 2 \} 

En utilisant les majorations que nous venons d’établir pour les modules de 

U3V1 _ U3 U3V2 _ U3 U1V3 _ V3 U2V3 _ V3 

U2V1 U2 ’ M1U2 Ui ’ U1V2 V2 ’ U2V1 Vi ’ 


le lemme 2.1 avec t = 6 nous donne alors une borne supérieure pour \xi + X 2 \^ à 
savoir 

\xi +X 2 \ < 6(îmin{|a:i|, |a: 2 |}, 

de sorte que 


X2 


< 6(5. 


Grâce à l’égalité 


_ yj(Qe°)ga(/3) 
U2V1 aa{ae‘^)(p{P)' 


on déduit du lemme [22 que 

ip{ae°‘)aa{l3) 


- 1 


< min{A,B} 


aaiae‘^)(p{l3) 

utilisons maintenant le lemme [ÏÏd] avec A = — 1 et avec ipi = (p 4 = tp, P '2 = ^3 = <Xa 
L’hypothèse 

<p{ae°-)aa{P) cr„(ae“)(/?(/3) 
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de ce lemme 3.1 est vérifiée: c’est la remarque juste avant le lemme 3 de [4] avec 
a = Ga- On obtient alors 

A + B' 


(p{ae‘^)aa{P) 


fTa(ae“)(^(/3) 
et par conséquent, 


- 1 


> exp i -K 2 o(log m) log 2 + 


logm 


min{A,il} < «; 2 i(logTO) log ( 2 + 


A + B 
\ogm 


ce qui donne une contradiction lorsque la constante «[g] de (3.1) est suffisamment 
grande. Donc nous avons Ta ^ Tp. 

Quatrième étape. Montron^ que nous avons rQ,(e) ^ ±r/ 3 (e). 

On écrit l’équation de Siegel (équation (7) de [4]) pour les trois plongements Tp, Ua 
et Ta- Autrement dit, on pose 

J Mi=r/3(ae“), U2 = aa(oit°-)-, uz=Ta[af°-), 

\ Vi=Tp{f), T2=Cra(/?), V^=Ta{l3)- 


La relation (3.4) est encore vérifiée. On conserve ces notations pour toute la suite 
de la démonstration. On déduit du lemme 7 de [4] que Tp ^ Sq,(u); donc 

\Tp{e)\ < Wa{e)\ 

et par conséquent 


M 

\U2\ 






Comme Ta ^ Tp (deuxième étape), le lemme 6 de [4] livre Ta ^ Tp{v) = {Tp}] d’où 




__ l'r/3(^)l 

kal |Ta(/3)| 


< e 


—K 23 B 


On en déduit 


\u3Vl\ 


,{ae^)Tp{l3)\ 




\U2V3\ \aaiae°')TaiP)\ 

Supposons maintenant Ta{e) = SiTp{e) avec Si G {—1,1}. On a Ta{a)ui = 
SiTp{a)u 3 . Posons 

,Tpia) 


Al — —1 




de sorte que ui — U3 = X1U3. Comme Ta ^ Tp, on a ui ^ U3, donc Ai ^ 0. 
L’équation (3.4) devient 

(3.5) U 2 V 3 + \ 1 U 3 V 2 — uiV 3 — U 2 V 1 + U 3 V 1 = 0. 

On utilise le lemme |2d] avec f = 5. Les deux premiers termes U 2 V 3 et X 1 U 3 V 2 sont 
xi et X 2 - Il s’agit de majorer, pour chaque i = 3,4,5, soit |a:i|/|xi|, soit |aii|/|a: 2 |, 
au choix. Il s’avère que nous avons majoré précédemment les modules de 

U1V3 _ Ui U2V1 _ Vi U3V1 
U2V3 U2 ’ U2V3 V3 ’ U2V3 

On déduit 

\U2V3 + A 1 U 3 T 2 I < 1112113 I- 


^La deuxième étape nous a permis de supposer Tqc mais cela n’implique pas Ta{e) 7 ^ 

r^(e) car nous n’avons pas supposé que e était un générateur du corps de nombres K = Q(q;). 
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Comme Ai ^ 0, on peut écrire la majoration précédente sous la forme 


U 2 V 3 


U 3 V 2 


+ Al 




La conclusion du lemme 3.1 (que l’on utilise avec A = Ai) n’est pas compatible 
avec cette majoration; donc l’hypothèse de ce lemme selon laquelle le membre de 
gauche est non nul n’est pas satisfaite. Autrement dit, 

U2V3 + X1U3V2 = 0 . 


Dans l’équation (3.5), une somme de deux des cinq termes du membre de gauche 
étant nulle, la somme des trois autres termes est également nulle: 

U1V3 + U2V1 — U3V1 = 0 . 

Or on a 


U 1 V 3 


U 2 V 1 


+ 1 


avec 


\u 2 Vl\ 


U1V3 


1^3 I 
1^2 I 


Ta(ae"- 


Tp{ae°-)Ta{l3) 


< e 


—K 27 A 


U2V1 aa{ae°‘)Tj 3 {P) 


Par conséquent. 


^/3{C 




o'a{ae“)r/3(/3) 


+ 1 


< g“'^2S min{A,B} 


Utilisant encore une fois le lemme |3.1| avec A = +1, ainsi que la formule (3.1) avec 
une constante «[^suffisamment grande, on en déduit U 1 V 3 +U 2 V 1 = 0 , d’où U 3 z;i = 0 , 
ce qui n’est pas possible. Nous avons donc Ta{e) ^ ±Tp{e). 

Cinquième étape. Montrons que l’on a 

(3.6) aa{ae°‘)Ta{l3) + Ti3{ae‘")aail3) = 0. 

La définition de Ta implique |TQ,(ae“)| < |r^(Q:e“)|. La quatrième étape implique 
'^a(e“) 7 ^ ±'t/ 3 (e“). Comme l’unité e est totalement réelle et que Ta{e) ^ ±T^(e), on 
déduit 

(3.7) 


|T/j(e)| > |Ta(e)|. 


De l’inégalité (3.7) on déduit 

|ra(ae“)| 


1 ^ 3 ! 

\ui\ 


\Taia)\ /|Ta(e)| 


Considérons 


k/3(ae“)| 

U 2 V 3 


Vk/3(e)l 

_ _ ga(ae°)Ta(/ 3 ) 

U1V2 Tf3{ae°-)aa{l3) 




On utilise l’égalité (3.4), les estimations du début de la quatrième étape, ainsi que 


le lemme | 2 . 1 | avec t = 6 pour déduire 
aa{ae°-)Ta{(3) 


r/3(Q;e“)CTa(/3) 


1 


< g-^'ao min{A,B} 


Grâce une nouvelle fois au lemme 3.1 avec A = +1, = (^4 = Ua, ^^2 = ta, :p 3 = T/ 3 , 

en utilisant (3.1) avec une constante «[ 9 ] suffisamment grande, on en déduit 

U 2 V 3 + U 1 V 2 = 0 , 


ce qui est (3.6). 
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Sixième étape. Montrons que l’on a 

(3.8) |cra(e)ra(e)| = |T^(e)p. 

La cinquième étape montre qu’une somme de deux termes dans le membre de gauche 
de l’équation (3.4) est nulle, donc la somme des quatre autres termes est également 
nulle: 

(3.9) U 2 V 1 + U 1 V 3 + U 3 V 2 — U 3 V 1 = 0, 
c’est-à-dire 

aa{ae°‘)Tp{l3) + Tp{ae‘')Ta{l}) + Ta(ae“)(TQ,(/3) - Ta{ae‘')Tj3{/3) = 0. 

On suppose \ac,{e)Ta{e)\ ^ \Tp{e)\^. On pose 

xi = U2V1 = craio:e‘")Ti 3 i/ 3 ), = -U3V1 = -ra(ae“)T^(^), 

et 

[ (T„(ae“)(Ta(/3)), Tj 3 {ae^)Tail 3 ) si |cra(e)Ta(e)| > |r/ 3 (e)p, 

{X 2 -, 2 ) 3 ) = \ 

[ (r/ 3 (ae“)Ta(/ 3 ), Ta{ae°-)aa{P)) si |cra(e)TQ,(e)| < \Tp{e)\'^. 

On a Æi -I- a ;2 -I- ^3 -|- 0:4 = 0 et 

IM = IM = < e-^3iA 

\xi\ \u 2 \ \a-a(ae°')\ ~ 

On utilise (3.6). Si |crct(e)Ta(e)| > |T/ 3 (e)p, on a 
k/3(a)P 




o’a(e)T„(e) 


o'a(e)Ta(e) 


< e 


—K 32 A. 


N ^ 

\X2\ |cra(a)'ra(a)| 

Si |cra(e)TQ,(e)| < \Tp{e)\^, on a 

la^al _ \a-a{a)Ta{a)\ 

\X2\ l'r/3(Q;)p T;3(e)2 

Dans les deux cas on peut utiliser le lemme |2.1| avec t = 4 pour en déduire 

„-K 34 A 


< e 


-«33^ 


X2 


< e 


Grâce encore une fois au lemme 3.1 avec A = -fl, Lpi = Tq, ip 2 = T/ 3 , 

j<É3 = 'ra, (f 4 = cra si |(Ta(e)Ta(e)| > |r/ 3 (e)p, 

\<É 3 = Tp, (P 4 = Ta si |(Ta (e)Ta (c) | < |r/3(e)P 

et ( |3.1[ ) avec une constante «[g] suffisamment grande, on en déduit X 1 +X 2 = 0. Mais 
alors X3 + X4 = 0. Montrons que ce n’est pas possible. D’après le lemme 6 de [ 4 ], 
on a (Tq ^ Tp{v). Utilisant (3.7), on trouve 


F4| 


< max 


M M(il\ 

^ 2 !’ \uiV3\) 


< g-K 35 min{A,B} ^ 


Donc X 3 + X 4 0. Ceci démontre (3.8). 
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Septième étape. Fin de la démonstration. 


Grâce à l’hypothèse que e est une unité totalement réelle, l’équation (3.8 ) s’écrit 

o'a(e)ra(e) = S2T/3(e)^ 

avec S 2 € { — 1)1}- En combinant avec l’équation ( |3.6| ) 

U 2 V 3 = -U 1 V 2 , 

on trouve 


U 1 V 3 


Tp{ae' 


a\2 


U3V2 U2U3 aa{ae°-)Ta{ae°-) 


= -s-. 




(n) 


d’où 


U 1 V 3 + U 3 V 2 = \ 2 U 3 V 2 avec A 2 = 1 - «2 


a Tp{af 


(ii)l'q, (ci) 


Comme U2 ^ U3, l’équation (3.9), qui s’écrit maintenant 

U 2 V 1 


entraîne A 2 7 ^ 0. Comme 


et que 


+ A2= -, 

U3V2 V2 


U2V1 _ aa{ae^)T/ 3 {P) 

U3V2 ra(ae“)cr„(/ 3 ) 


0 < 


M _ \Tp{P)\ ^ 


^ 2 ! |CTa(/3)| 

on peut utiliser une dernière fois le lemme |3.1| avec 

A = A 2 7 ^ 0, (/?! = (P4 = CTa, (P 2 = <^3 = T’a 


pour obtenir la contradiction finale avec (3.1). Ceci termine la démonstration du 
théorème 11 . 21 . 


4. Familles d’exemples 

Soit a un nombre algébrique de degré d > 3 et soit e une unité totalement réelle 
^ {—1,1} du corps de nombres K = Q(a). Désignons par A l’ensemble des entiers 
a € Z tels que ae“ est de degré d. Le théorème |1.2| donne la majoration 

max{log|a;|, log| 2 /|, |o|} < s|^logm 

pour tout triplet {a, x, y) G A x Z x Z satisfaisant 

\Fa{x,y)\ < m, avec xy 0. 

Pour a £ Z, la forme binaire Fa s’écrit 

Faix, Y) = Uti{X - a.iae-)Y) 

= X‘‘- Uiia)X‘^-^Y + • • • + (-l)‘^-i[/d-i(a)A:r‘^-i + (-l)‘^17d(a)y^, 

où ai,... ,ad désignent les éléments de l’ensemble $ des plongements de K dans C. 
Les coefficients Ui{a),..., Udia) des formes binaires Fa sont donnés par 

Uh{a)= ih = l,...,d). 

l<jl<---<jh<d 


En particulier. 


Ud{a) — N/f/Q(Q;e“). 
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Si (5 e {—1,1} désigne la norme absolue de e et u le degré de K sur Q(e), alors on a 

Ud{a) = ô''Ud{a-1) avec 17^(0) = Ni^/Q(Q;). 

Pour h = 1,... ,d — 1, la suite {Uh{0 '))vérifie une relation de récurrence 
linéaire faisant intervenir le polynôme irréductible de e. Nous allons préciser ces 


récurrences quand l’unité e est quadratique (^4.1| et 14.21 et quand e est cubique 

(pli et PU). 


4.1. Extensions de corps quadratiques réels. Nous supposons ici que le 
corps K contient un corps quadratique réel k et que e est une unité de k. Notons 
ë le conjugué galoisien de e. La norme absolue de e est ^ = eë G {—1,1}. 

Soit h £ {1,... ,d — 1}. Comme crji(e) • • • crj^{e) peut s’écrire e^ë^“^ avec 0 < 
7 < /i, la suite (Ph{o ))est une combinaison linéaire des h + \ suites 

« = 0,...,A. 


Donc (l7/i(a))^g2 ^st une suite récurrente linéaire d’ordre h + 1 dont le polynôme 
caractéristique est 

1=0 


En écrivant 


d 

Fa{X, Y) = 5“''/2N^/Q(a) 1[{Y - a,ia-^e-^)X), 


2 = 1 

on voit que {Uh{o -))est aussi une suite récurrente linéaire d’ordre d — h + 1, dont 
le polynôme caractéristique est 


d—h 

1=0 


Pour /i = 1, la suite {Ui{a)) est récurrente linéaire d’ordre 2, son polynôme 
caractéristique étant le polynôme irréductible de e; noter que 


Ui{a) — Tix/qicne'^). 

De même, pour = d — 1, la suite {Ud-i{a)) est récurrente linéaire d’ordre 2, 
son polynôme caractéristique étant le polynôme irréductible de noter que 

Ud-i{a) = t/d(a)TrK/Q(a“^e““). 

Pour h = 2, le polynôme caractéristique de la récurrence linéaire d’ordre 3 vérifiée 
par la suite est 

{T - 5){T - e^){T -e"^). 

Les suites (1/2(0+ 2))^^^, (1/2(0+(^2(0))^^^ (^°)a6Z linéairement 

dépendantes, donc (1^2(0 ))vérifie aussi une relation de récurrence de la forme 

1/2(0 + 2) = €11/2(0 + 1) + £21/2(0) + c^5°' (a G Z), 


où Cl et C2 sont déterminés par 

- ciT -c 2 = (T- €^){T - ë^), 

tandis que C3 est déterminé par les conditions initiales l/2(—l), 1/2(0), 1/2(1). 
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4.2. Exemples d’extensions de corps quadratiques réels. Nous explici¬ 
tons les formules du §4.1| dans le cas particulier de corps de nombres considérés par 
L. Bernstein et H. Basse (voir [T]), à savoir les corps K = Q(uj) où w’” = -D™ ± d 
avec D S N, d G Z, d|Z?, pour lesquels ils ont exhibé les unités 

-(w* - Z?*)"*/* où tlm avec 1 < t < TO. 
d 

Ici nous allons considérer la famille de corps K de degré 2n définie par 
K = Q(a;) où w = ^\/-|- c > 1 avec I? G N, n > 2, c G {—1,1} 
et utiliser les deux unités indépendantes de K données par 

a = D + uj et e = D^+uj'^, 
l’unité a étant de degré 2n et l’unité e quadratique. 

Proposition 4.1. Soit 

Faix,Y) = X2"-t/i(a)X2"-ir-éC/2(a)N2"-2y2- 

-t72„-i(a)Xy"-i + t/2„(a)y2" 

la version homogénéisée du polynôme minimal FaiX, 1) de ae“. Cette forme binaire 
s'écrit 


Faix, Y) = {iX - £“£))" - ((X - ë “Z?)" -é ë . 

De plus, les propriétés suivantes sont vérifiées. 

(i) On a l’égalité t/2n(a) = (—c)”“+^. 

(ii) Pour 1 < h < 2n, la suite (Uhiof)a^z relation de récurrence 

linéaire d’ordre min{/i + l,2n — h + 1}. 

(iii) Pour h = 1 on a 

t7i(a) =nL»(e“-éë“). 

On en déduit 

C/l (a + 2) = 2D’^Uiia -f 1) -é cUiia), 

avec les conditions initiales 

t/i(0) = 2nD, C/i(l) = 2nL>”+i. 

(iv) Pour h = 2n — 1 on a 

C/2„-i(a) = -éë “) -é - ë “)). 

On en déduit 


t/2„-i(a + 2) = 2(-c)”-iZ/’^C/2„_i(a + 1) + cU^n-iia) 
avec les conditions initiales 

2nZ/"“^ si n est pair, 


C/2„_i(0) = 2nZ/2»-i, C/2„_i(l) = 

(v) Pour h = 2 on a 


2nD'^ ^ (2Z/^" -I- c) sin est impair. 


j 4£)^(—c)“ -I- ee^“ -I- ee^“ pour n = 2, 

La suite {U 2 {a)')vérifie donc la relation de récurrence linéaire 

U2{a + 3) = (4£|2" + c)C/2(a + 2) + {^cD^'^ + l)C/2(a + 1) - cU2{a) 
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avec les conditions initiales 

1 / 2 ( 0 ) = n{2n-l)D'^ 

f[/ 2 (-l) =2£|2(4£)4 + c), U 2 { 1 ) = -QcD^ pourn = 2, 

1) = t^ 2 (l) = 2n{n — 1)1/^”+^ — cnD"^ pour n> 3. 

On en déduit la relation de récurrence linéaire non homogène 

U 2 {a + 2) = 2{2D'^^ + c)U 2 {a + 1) - U 2 {a) + Acn^+ c)(-c)“. 


Démonstration. Le polynôme irréductible de a est 

2n-l 


h—0 


h v2n—h 


UhiO)= ( ^ ]d’^ il<h<2n-l). 


Fo{X, 1) = {X - -D'^^-c = (-1)'* ( h ] 

ce qui donne 

Tr^(n'\ = ( 

. h 

En particulier, 

C/i(0) = 2nD, [/2(0) = n(2n - 1)D‘^, [/2n-i(0) = 2nD‘^'^-^. 

Le polynôme 

{X - e^^DY - 

de degré n, est à coefficients dans l’anneau Z[e] et s’annule au point ae®. Le conjugué 
galoisien de w” est — w”, celui de e est é = D” — w”. Le produit 

{{X - £“/:»)” - {{X - è “£>)” + é ”“w”) 

est à coefficients dans Z et s’annule au point ae“: c’est le polynôme Fa{X, 1). 
Définissons les suites (Ci(a))^g2 POur 0 < h < 2n par 

2 n 

{X - e^DYiX - è “£>)" = '^{-lYVh{a)X^ 


^2n—h 


h—0 


et 


On a 


{X - e“D)"é - (X - é = ^{-lYWh{a)X 


2 n—h 


h—0 


Uo{a) = Voia) = 1, Wh(a) = 0 (0 < /i < n - 1), 

E2„(a) = (-c)"“D2", W2n{a) = 0, 

Uhia) = Vh{a) + Wh{a)io^ (0</i<2n-l), 


. e“é“^' {l<h<2n) 


Vh{a)=D^ ^ 

0<i,j<7 
i-\-3=^h 

et, pour n < h <2n — 1, 

VE?,(a) = ^ a(2n-/i) a(2n-/î)I 

\2n — hJ ' ' 

(i) La norme absolue de e est (5 = eë = —c, sa norme de K sur Q est d” = 
(—c)” e { — 1, !}• La norme de a est —c, celle de ae“ est donc C/ 2 n(a) = (—c)”“+^. 
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(ii) La remarque au début du {i.l montre que la suite {Uh{a ))vérifie la 
relation de récurrence linéaire d’ordre ti + 1 de polynôme caractéristique 


nv- 


éc 




ainsi que la relation de récurrence linéaire d’ordre 2n — h \ de polynôme carac¬ 
téristique 

2 n—h 

(T-2”-^-'=). 




(iii) Pour — 1, ona t/^(a) = V/i(a), ce qui donne 

Uh{a) = D^ Y, 

0<i,j<n 
i-\-j = h 


On en déduit Ui{a) = nD{e°' -I- e“). La relation de récurrence linéaire pour la suite 
(^i(«))aez résulte de 

(T - e)(T - ë) = - 2D”r - c. 


(iv) On a 


V2n-l(a) 

W2n-l{a) 

U2n-l{o) 


Pour a = 1 on trouve 


b2n-l(a) + bL2n-l(Q)w”. 


P2„-i(l) = 2{-cT-^nD^^-\ W2n-i{l) = 

La relation de récurrence linéaire pour ({72„_]^(a))^g^ résulte de 

(T - (-c)"-ie) (T - {-c)^-h) =T^- 2{-cT-'^D^T - c. 

(v) Comme 

= 2D2" + c-é2i:>”w”, 

la trace de est 2(2D^" -|- c), sa norme est 1, et son polynôme irréductible est 

T2 _ 2{2D'^^ + c)T +1. 

Le polynôme caractéristique de la relation de récurrence homogène satisfaite par la 
suite (è/2(a))^g2 

{T - e^){T + c) =T^ - + c)T^ - {AcD^'^ + l)T + c. 

Lorsque n > 3, 

U2{a) = V2{a) = {-cTn'^D'^ + + ë 2“). 

Il reste à considérer le cas particulier n = 2. L’unique sous-corps quadratique 
de K est Q(a;^). Pour tout a £ Z on a Q(Q;e“) = K] donc ici A = Z. Les conjugués 
de ae® sont 


e“(a;-|--D), e°‘{iuj + D), e°‘{—uj + D), e°‘{—iuj + D)-, 

donc 

C/l (a) = 2D(e“ -éë“), 0/2(0) = {-cTAD'^+ ëe^‘^ + eë^^. 
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Les conjugués de sont 

— D), cZ~°‘'^^(iui — D), — D), cë““"''^(—lu; — Z?); 

donc 

UM = -cTr^/Q(a-ie-“) = 2ZZ(e-“+i + ë-“+i). 

En conclusion, nous avons 

Fa{X, Y)=X'^- Ui{a)X^Y + U 2 {a)X‘^Y‘^ - U 3 {a)XY^ - cY'^, 


alors que 


Ui{a 

+ 

2) = 

= 2D2l/i(a-f 1)-écl/i(a) 






avec 

Ui{0)=iD, l/i(l) = 

4 D 3 , 


1/2(0 

+ 

2) = 

Q 

II 

-f2c)[/2(a-fl)-1/2(0)-(-c)‘ 

x+il6£): 




avec 

U2{0)=6D\ C/2(1) = 

= -6cD2, 


U2{a 

+ 

3 ) = 

Q 

II 

+ c)U2{(i + 2) + [AcD 

^ + l)t/2C 

0 -|- 1) - 




avec 

t/ 2 ( 0 )= 6 ^^^ U2{1) = 

= -6cD2, 

1/2(2) = 

Usia 

+ 

2) = 

= -2cD'^U3{a + l) + cUaia) 




avec 1/3(0) = 1/3(1) = 4 D. 


□ 


4.3. Extensions de corps cubiques totalement réels. Nous étudions main¬ 
tenant le cas particulier du théorème |1.2| où e est une unité cubique totalement 
réelle. 

On suppose donc que le corps de nombres K = Q(a) contient un corps cubique 
totalement réel k. Soit e une unité de K différente de 1,-1; notons ei,e2,e3 les 
conjugués galoisiens de e avec ei = e. La norme absolue de e est 

S = Nfc/Q(e) = eie2e3 € {~lj !}■ 

Soit h G {1,... ,d — 1}. Comme (e) • • • (e) peut s’écrire 

0^4^ avec -I- ^2 + -^3 = h, 

la suite {Uh{a ))est une combinaison linéaire des (^2^) suites 

((0^4=4^)“),,^, £ 3 +£ 2+^3 = h. 

Donc {Uh{a ))est une suite récurrente linéaire d’ordre ih+XlhâXl^ dont le polynôme 
caractéristique est 

^l+^2+'^3 —^ 

Notons 

- rT^ + sX - ô 

le polynôme irréductible de e sur Q. Le fait que ce polynôme soit irréductible s’écrit 
r — s^l — (5etr-|-s^—1 — <5. 

Pour a G Z on a 

J Ui{a) = aie^-I-a 2 e 2 + «3e3> 

1 Ui{a + 3) = rUi{a + 2)-sUi{a + l)+SUi{a). 
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Notons que 5'^/^ = 5'^. Comme Ud{a) = et comme le polynôme 

irréductible de est 

- 5"^+^sT'^ + 5rT - 5'^+^, 

on a aussi, pour a G Z, 

j Ud-i{a) = C/d(a)(aj “ + a2 ^£2 “ + «3 ^Êg “), 

\ C/d_i(a + 3) = ô<^+^sUd-i{a + 2)-ôrUd-i{a + l) + ô<^+^Ud-iia). 

Considérons le cas particulier où a est de degré 3. Noter que dans ce cas, 
l’ensemble Z \ A contient au plus un élément. On a 

F,(X, r) = V - Ui{a)X^Y + U2{a)XY^ - U^{a)Y^ 

avec U^{a) = ù“N/f/Q(a;). Ecrivons les conditions initiales pour la suite récurrente 
linéaire {Ui{a)) Des relations 

£1+0 +£3 = A £162 + eica + oea = s, 



el + el + el = r'^ - 2s 


£0 + £3 = — 3rs + 3ù. 


a = A + Be + Ce^. 

Ui{-1) = Aôs + 3B + Cr, 

C/l (0) = 3A + Br + C{r^ -2s), 

C/i(l) = Ar + i3(r^ — 2s) + C(r^ — 3rs + 3(5). 

Dans le cas particulier a = e, c’est-à-dire A. = 0, B = 1, C = 0, les calculs se 
simplifient et les conditions initiales deviennent 

Ci(-1)=3, C/i(0)=r, C/i(l)=r2-2s 

et de même 

C/ 2 (-l) = 3, t72(0) = s, C/ 2 (l) = s^ - 2ùr. 


4.4. Exemples de corps cycliques cubiques. Considérons la famille des 
corps cubiques cycliques des plus simples de Shanks [5]. Soit n S Z. Désignons par 
A (dépendant de n) une racine du polynôme 

f{X) = V - (n - 1)V -{n + 2)X - 1. 


Les racines de / sont 


Al — A, A2 — —- 


1 


A3 — — 


A + 1 


A-êl’ A 

Le groupe des unités de K (module { — 1,1}) est engendré par deux unités quelcon¬ 
ques de {Al, A2, A3}. 

Soient 6i,à2 ,ci,C 2 des entiers rationnels avec 61C2 7^ à2Ci. En pren ant e = 
A^A^’^ et a = A}^ Xÿ , nous sommes dans la situation de la section | 
pouvons appliquer le corollaire 1.3 au polynôme minimal de 


4.3 


et nous 


= K 


afci+ci yah2+C2 


{cl g ^). 
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Pour donner un exemple explicite, prenons 6i = C2 = 0, 62 = ci = 1. La famille 
infinie Fa{X,Y) de formes binaires est donc obtenue en tordant la version ho¬ 
mogénéisée F{X,Y) de f{X) par les puissances A2 de A2, (a G Z). 

Le polynôme minimal Fa{X, 1) de A1A2 fait intervenir les suites récurrentes 
linéaires (sa)a>o et (to)a>o d’ordre 3 définies par 

= AiA“ + A2A“ + A3AÎ, ta = Ar^A2 “ + A2 ^Ag “ + A3 iAr“. 

On a 

Fa{X,Y) = (X - AiA^y) (X - A2A§y) (X - AgA^y) 

= - SaX^Y + taXY^ - Y^ 

avec 

Sa — Tr^/Q(AiA2), ta = Tr^/Q(A3 ^A2 “) = Tr^/Q(AiA3 
En particulier, 

S2 = Tr/f/Q(A3Ai) = Tr/f/Q(—(Al -I- l)Ai) = Tri^/Q(—Ai — A^) = —n^ — n — 4 
et 


O = Trif/Q(A3A2 = Tri;j-/Q((Ai + 1)^/Ai) = Trif/(g)(Ai -f 2 -|- A 3 ^) = 3. 

Ainsi 

so = n - 1, 

51 = —n — 2, 

52 = —— n — 4, 

Sa+3 =(?T--l)Sa+2 + (« + 2)Sa+l-|-Sa, I ta+3 = “ (^4-2)ta+2 “ («- 1)4+1+4 

pour a G Z. 

Le corollaire 1.3 affirme qu’il existe une constante effectivement calculable «|3]> 
0, ne dépendant que de n (donc de A), ayant la propriété suivante: Pour tout m > 2, 
tout triplet (a, x, y) G Z? satisfaisant 



vérifie 


\Fa{x,y)\ < m, avec xy ^ 0, 
max{log|a;|, log|i/|, |a|} < «^logm. 
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